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縮約ガウス関数にもとづく分子積分の計算法

本田宏明 a*,小原繁 b

a 九州大学情報基盤センター,〒 821-8581福岡市箱崎 6-10-1
b 北海道教育大学釧路校,〒 085-8580釧路市城山 1-15-55

*e-mail: arch-eric@c.csce.kyushu-u.ac.jp

(Received: July 12, 2005; Accepted for publication: November 24, 2005; Published on Web: December 15, 2005)

Honda, Yamaki, Obaraが提案した縮約ガウス関数を基底関数に用いた分子積分の一般漸化表式を概

観し、その表式に基づいて電子反発積分を効率良く高速計算するアルゴリズムを提案し、電子反発積

分 hppssiについて詳述した。一酸化炭素分子の電子反発積分について GAMESSと計算時間を比較し、

1.5� 2.0倍の高速化が達成された。また、このアルゴリズムは電子反発積分以外の種々の分子積分に

も適用でき、多様な理論化学研究の場において役立つものと期待される。
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1 はじめに

非経験的量子化学計算に基づく分子系電子構造の理

論研究を行なう際には、分子積分の高速計算が依然と

して重要かつ大きな問題である。とりわけ、遷移金属

化合物や生体内重要分子の様な大型分子系においては

分子積分の計算が最も労力を必要とする計算ステップ

となる。最近求められている高い精度の量子化学計算

を行なうには、より大きな基底関数系を使用すること

が必要であり、それには、原子軌道の展開項数を増す

ばかりでなく、角運動量の高い軌道も加える必要があ

る。この様に大きな基底関数系を用いる量子化学計算

を実行するには分子積分の求値、とりわけ、電子反発

積分 (ERIs)の求値を高速に完了することが不可欠で

あり、これを可能にすることが大型分子系の広範な理

論研究を促進することになる。

Boysらがガウス関数を基底関数とし分子積分を計

算して以来、非経験的量子化学計算においてガウス関

数が基底関数に使用されて来ており、分子積分の表式

と計算法について多くの研究が行われてきた [1–21]。

M.Honda, Sato, Obaraらにより、Hypergaussianと名付

づけられた Fourier核を含む一般化されたガウス関数

に対し、原始関数を基底とする分子積分の漸化表式が

提案された。この表式により、通常の電子反発積分の

みならず、基底関数に exp(ikr)が含まれる種々の 1、

2電子積分について導関数や 2次導関数の積分表式の

導出まで適用可能となった。

また最近、Ten-noにより縮約ガウス関数についての

電子反発積分やその 1次微分に対し漸化表式が提案さ

れている [17]。これに対し、Hypergaussianを縮約関

数形に拡張することによる縮約ガウス関数に対する分

子積分の一般漸化表式が H.Honda, Yamaki, Obaraらに

より発表されており [2]、この手法は 1986に報告され

た Obaraによる種々の分子積分の表式 [15]を一般化

し、更に縮約基底にまで拡張した新しい Obaraによる

分子積分の方法であるといえる。この中で提案されて

いる縮約ガウス関数を基底関数に用いた分子積分の一

般表式には次の３つの特長がある；

1.種々の分子積分に適用できる表式である。

2.効率良い算法として知られている漸化計算法を使

用できる。

3.基底関数の縮約を漸化計算の開始積分（初期積分）

についてのみ行なうだけで良い。

これらの特長から、種々の分子積分を共通の漸化計

算手法を使用し計算することが可能となる。
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次節では、一般の縮約ガウス関数についての漸化表

式の導出を概観する。3節では具体的に電子反発積分

の表式と計算アルゴリズムを概説した後、具体的な積

分について詳述し、まとめとする。

2 縮約ガウス関数に対する一般漸化
表式

縮約ガウス関数に対する分子積分の一般漸化表式を

の導出のためのステップ (アイデア)は 4つあり、以下

2.1� 2.4節に詳細する。

2.1 Hypergaussianの利用

電子反発積分 hp�p�,ssi 等を表現するために、一

般的な原始基底関数と演算子を持つ 2 電子積分

h�a�bj���j�c�di に対し、演算子や関数を具体的な

表式へと簡約することを可能とする簡約演算子 Rを

作用させる。

hp�p�� ssi

�R��a � p��R��b � p��R��c � s�R��d � s�

�R���� �電子反発演算子�

�h�a�bj���j�c�di (1)

理想的には h�a�bj���j�c�di を十分一般的に定義

することで種々の積分表式が導出できるはずであり、

そのための関数 �として以下の Hypergaussianを使用

する。

2.1.1 Hypergaussianの定義

簡約演算子の作用により、種々の量子化学計算の場

に現われる具体的な基底関数や演算子へと変換可能な

Hypergaussian �H を

�H�r�R� ��k�n� l�

� D�l���r�R�n� �� exp�ik � �r�R�� (2)

と、定義する [12]。ここで R = (Rx, Ry , Rz)は関数中

心、r = (rx, ry, rz)は電子座標であり、�(r - R;n, �)に

ついては

��r�R�n� ��

� �rx � Rx�
nx�ry � Ry�

ny �rz � Rz�
nz

� exp����r�R���

と、軌道指数 �, 非負数整数組 nを持つガウス関数を

表す。式 (2)における D (l)は関数中心 Rに対する微

分演算子を表す。

D�l� �

�
�

�Rx

�lx � �

�Ry

�ly � �

�Rz

�lz
(3)

ここで非負整数組 l = (lx, ly, lz)は x, y, zそれぞれの

方向について何回微分が行われるかを示す。

式 (2)における k = (kx, ky, kz)は 3つの実数組を表

しており、電子座標 rとは独立であると仮定する。

2.1.2 Hypergaussianの簡約

Hypergaussian �H に対し、簡約演算子 Rを作用さ

せることでガウス関数と電子反発演算子を実際に導出

することが可能である。

原始ガウス関数については

��r�R�n� ��

� R�l� ��k� ���H �r�R� �� l�n�k�

� �H�r �R� ����n���

� D�����r�R�n� �� exp�i� � �r�R���

D��� �

�
�

�Rx

���
�

�Ry

���
�

�Rz

��

� �

exp�i� � �r�R�� � �

とすることで得られる。pxへ簡約する場合は更に

px�R�n� �x� l� ��k� ���H �r�R� �� l�n�k�

� D�����r�R��x� �� exp�i� � �r�R��

とすれば良い。

更に電子反発演算子についても、
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�

jr� � r�j
�

�p
�

Z
�

�

du exp��u��r� � r��
��

� R�
�p
�

Z
�

�

du� l�� � ��n�� � ��k�� � �� ��� � u��

��H�r� � r�� ���� l���n���k���

�
�p
�

Z
�

�

duD�����r� � r���� u
�� exp�i� � �r� � r���

と、Hypergaussianとその簡約操作により表現できる。

2.2 漸化関係の導出

前節の議論から、一般の 2電子積分は 5つの Hyper-

gaussianの積を被積分関数として持つ 2電子積分によ

り表現可能といえる。ここで、

h�a�bj���j�c�di

�

Z
dr�dr��a�b ����c�d

�

Z
dr�dr� G

と被積分関数を G とする。�H は � が 0でない限り、

関数中の exp( - � (r - R)2)部分の寄与により

lim
r���

�H �r� ���� � �

となるが、Gについても同様である。そのためZ �
��

drk�
�G

�rk�
� �G���� � �

なる性質を持つ。ここで k = 1, 2は電子番号、� = x, y,

zである。この k = 1, 2の 2種類の微分・積分により

2つの等式が得られるが、連立方程式とみたて解くこ

とにより nや l等に対する漸化表式を導くことが可能

となる [12]。また、この一般の 2電子積分についての

漸化表式について、式 (1)と同様Rによる簡約を行な

うことにより、目的となる個別の積分の具体的漸化表

式を得ることが可能となる。

2.3 補助縮約被積分関数 GACによる一般の
縮約分子積分

上記の議論を縮約ガウス関数の分子積分に拡張する

ためには被積分関数を補助縮約被積分関数へと以下の

ように拡張する必要がある。

GAC � ��z	�m �H
�� G

AC��� � GAC���

1,2は電子番号を表わしており、�z と 	については

以下で定義されている。

�z �
��a 
 �b���c 
 �d�

��a 
 �b 
 �c 
 �d�

	 �
���

�z 
 ���

GAC���については以下で定義される。

GAC���

�
MaX
i

MbX
j

�
�

�ai 	 �bj
�G���

���ai�gaf
Y

��x�y�z

�ik�
qa�
� guai�H

ai

���bj�gbf
Y

��x�y�z

�ik�qb�� gubj�H
bj

� f
Y

��x�y�z

�ik�
qa�
� gf

Y
��x�y�z

�ik�qb�� g �

MaX
i

MbX
j

uaiubj � �
�

�ai 	 �bj
�G�����ai�

ga ��bj�
gb

��H
ai�

H
bj

ここで、aと bの関数に対する iと jについての和

が縮約和に対応しており、ua ub は縮約係数となる。

GAC��� の定義についても同様である。GAC により、

一般の縮約ガウス関数に対する一般の 2電子積分は縮

約 Hypergaussian �CHにより

h�CH
a �CH

b j���j�
CH
c �CH

d � m� ga� gb� G����

gc� gd� G����qa�qb�qc�qdi

�

Z
dr�dr� G

AC

と表わすことができる。また �a
CH については na と

la, ga, qaにより特徴付けられていることをふまえ、na
とnb等を電子番号でまとめることにより、以下のよう

に記述する。
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h�CH
a �CH

b j���j�
CH
c �CH

d � m� ga� gb� G����

gc� gd� G����qa�qb�qc�qdi

� hn��� fn�g� fn�g� fl�g� fl�g � m� fg�g� G����

fg�g� G���� fq�gfq�gi

� f
Y

��x�y�z

�ik�qa�� gf
Y

��x�y�z

�ik�qb�� g �

X
i�j�k�l

uaiubjuckudl � �
�

�ai 
 �bj
�G����

�

�ck 
 �dl
�G���

���ai�
ga ��bj�

gb ��ck�
gc ��dl�

gd

�h�H
ai�

H
bjj���j�

H
ck�

H
dl i

この式は一般の原始ガウス関数の積分に係数をかけ

て縮約和をとった形となっている。このことから、原

始ガウス関数の積分の漸化表式に対して縮約和をとる

事で、一般の縮約ガウス関数の分子積分の漸化関係を

代数的に求めることができ、以下の最終表式を得る。

hn
�k�
j 
 �� � j �i

�
N�k�X
j����j�

�
R

�k�
j� �R

�k�
j

�
�
h� j � g

�k�
j� 
�� G

�k�
�i



N�k�X
j������

�
R

�k�
� �R

�k�
j�

�
�
h� jm
� � g

�k�
j� 
�� G

�k�
�i



N���k�X
j������

�
R

���k�
j� �R

���k�
�

�
�

�h� jm
� � G�k�
�� g
���k�
j� 
�� G���k�
�i



�
R

���k�
� �R

�k�
�

�
�
h� jm
� � G�k�
�i

�N��l
�k�
j �h� l

�k�
j � ��j �i



��k�

�
N��n���

�
hn�� � �� � j � G�k�
�i

� hn�� � �� � jm
� � G�k�
�� G���k�
�i

� hn�� � �� � jm
� � G�k�
�i

�



��k�

�

n
h� j � G�k�
��q��
 ��i

�h� jm
� � G�k�
�� G���k�
��q�� 
 ��i

�h� jm
� � G�k�
��q��
 ��ig



�

�

N�k�X
j�

X
�k�
j�� 


�

�

N���k�X
j�

Y
���k�
j�� �

(4)

ここで、N�(n) = n� ,

��k� �

�
� �k � ��

�� �k � ���
(5)

であり、Xj�� (k)と Yj��(k)は以下の式をまとめたもので

ある。

X
�k�
j��

� N��n
�k�
j�

�hn�k�
j�

� �� 
 j 
 G�k�	�i
�N��n

�k�
j�

�hn�k�
j�

� �� 
 jm	� 
 G�k�	�i
	�N��l

�k�
j�

�h
 l�k�
j�

� ��j 
 g�k�j�
	��G�k�	�i

��N��l
�k�
j�

�h
 l�k�
j�

� ��jm	� 
 g�k�
j�

	��G�k�	�i
	h
 j 
 G�k�	��q�k� 	 ��i
�h
 jm	� 
 G�k�	��q�k� 	 ��i� (6)

Y
�k�
j��

� N��n
�k�
j�

�hn�k�
j�

� �� 
 jm	� 
 G�k�	��G���k�	�i
	�N��l

�k�
j�

�h
 l�k�
j�

� ��jm	� 
 g
�k�
j�

	��G�k�	��G���k�	�i
	h
 jm	� 
 G���	��G���	��q�k� 	 ��i� (7)

この表式に対して簡約演算子 Rを適用することに

より種々の縮約ガウス関数に対する種々の演算子の 2

電子積分の漸化式を得ることが可能となる。通常の縮

約ガウス関数の電子反発積分については 3節で詳しく

述べる。

2.4 1電子積分への簡約

縮約ガウス関数についての一般の 1電子積分は 2電

子積分に関する表式 (4)を以下の Diracのデルタ関数

Z
drG�r� �

Z
dr�

Z
dr�G�r����r� � r��

により電子座標を簡約することで得られる。さらには

簡約演算子 Rを適用することにより具体的な 1電子

積分漸化表式を得ることが出来る。Tables 1–3に p関

数までの重なり積分や運動エネルギー積分、運動エネ

ルギー積分、核引力積分を示す。
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Table 1. Recurrence expressions for overlap integrals

over s and p contracted Cartesian Gaussian functions

hssjjga gbG
���i

�
P

ab uaub�
	

�a 
 �b
���� ��a�ga��b�gb �

�

�a 
 �b
�G

���

exp��
�a�b

�a 
 �b
�A �B���

hpisjj���i � �B�A�ihssjj���i

hpipjjj���i � �A�B�jhpisjj���i

�ij
�
hssjj���i

Table 2. Recurrence expressions for kinetic energy in-

tegrals over s and p contracted Cartesian Gaussian func-

tions
hssjT jga gbG���i � �hssjjga	� gb	� G���	�i

���A�B��hssjjga	� gb	� G���	�i
hpisjT j���i � �B�A�ihssjT j���i 	�hpisjj���i
hpipj jT j���i � �A�B�ihpisjT j���i	 �ij

�
hssjT j���i

	�hpipjjj���i

Table 3. Recurrence expressions for nuclear attractive in-

tegrals over s and p contracted Cartesian Gaussian func-

tions
hssjACjgagbgcG���i
�
P

ab uaub ��a�
ga��b�

gb �
�

�a 	 �b
�G

���

��
�

�

�a 	 �b

�
exp

�
� �a�b
�a 	 �b

�A�B��
�
FgC �U �

hpisjACj����i
� �B�A�ihssjACj����i	 �C�A�ihssjACj����i
hpipj jACj����i
� �A�B�jhpisjACj����i	 �C�B�jhpisjACj����i

	
�ij
�
fhssjACj����i � hssjACj����ig

3 電子反発積分の表式とアルゴリズ
ム

3.1 一般表式

前節までの議論によって導かれた電子反発積分

habcdi の表式を Table 4(a)に掲げる。この積分の中

のパラメータaは縮約軌道 �( r�, a)の軌道量子数を表

わす [2]。電子反発積分はこの軌道量子数の増減に関

する漸化関係を満足している。この漸化関係は通常垂

直関係と呼ばれている。この垂直関係を数式で表現し

たものを Table 5(a)に掲載する。ここで、補助電子反

発積分 habcd j m, ga gb Gab gc gd Gcd i[Table 4(b)]を

使用して表記した [2]。

Table 4. The electron repulsion integrals(ERIs), the aux-

iliary ERIs,and the auxiliary initial ERIs
(a)Electron Repulsion Integral

habcdi �
Z
dr�

Z
dr�

��r��a���r��b���r�� c���r��d�

jr� � r�j
(8)

�

naX
pa

nbX
pb

ncX
pc

ndX
pd

upaupbupcupd �abcd� (9)

�abcd��
Z
dr�

Z
dr�

��r��a���r��b���r��c���r��d�

jr� � r�j
(10)

(b)Auxiliary Electron Repulsion Integral
habcdjmgagbGab gcgdGcdi

�
nbX
pb

�
gb
pb

naX
pa

�
gb
pa��pa � �pb�

�Gab

�
ndX
pd

�
gd
pd

ncX
pc

�gcpc ��pc � �pd�
�Gcd�mVpapbpcpdm

Vpapbpcpdm � upaupbupcupd �abcdjm�
(c)Initial Integral
Vpapbpcpdm
h����jm gagbGab gcgdGcdi

�
nbX
pb

�
gb
pb

naX
pa

�
gb
pa��pa � �pb�

�Gab

�
ndX
pd

�
gd
pd

ncX
pc

�gcpc ��pc � �pd�
�Gcd�mVpapbpcpdm

Vpapbpcpdm � upaupbupcupd �����jm�

�����jm� � �����Fm�T �p
�pa��pb��pc��pd

KpapbKpcpd

Kpapb � �
�pa��pb

exp
h
� �pa �pb
�pa��pb

�A�B��
i

Table 5. The vertical and horizontal relations of ERIs
(a)Vertical Relation
h�a	 ����bc�djm gagbGab gcgdGcdi
� �B�A��ha�bc�djgb 	 �� Gab 	 �i
	�A�B��ha�bc�djm	 �� gb 	 ��Gab 	 �i
	�D�C��ha�bc�djm	 ��Gab 	 �� gd 	 ��Gcd 	 �i
	�C�A��ha�bc�djm	 ��Gab 	 �i
	�a����h�a� ����bc�djGab 	 �i
��a����h�a� ����bc�djm	 �� Gab 	 �i
	�c����ha�b�c� ����djm	 ��Gab 	 �� Gcd 	 �i

(b)Horizontal Relation
ha�b	 ���cdjm gagbGab gcgdGcdi
� h�a	 ���bcdjmgagbGab gcgdGcdi
	�A�B��habcdjm gagbGab gcgdGcdi

漸化計算を開始するには初期積分が必要である。こ

の表式を Table 4(c)に掲載した。なお、電子反発積分

は水平関係[Table 5(b)]と呼ばれる関係も満足してい

る。この関係を使用すると電子反発積分 habcdiを計

算する際に、軌道量子数 bとdが零になった電子反発

積分 h
0�0iを計算すれば良いことになる。これらの

関係を利用して効率的な計算を行な方法を電子反発積

分 hppssi ( = h1a1b0c0di)の場合について詳述する。d

関数以上の角運動量を含む積分についても、水平関係

と垂直関係の漸化計算を経ることで同様な計算が可能

である。
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3.2 hppssiの計算

電子反発積分 hppssiを計算する上で前述の水平関係

と垂直関係の利用方法と初期積分の求値法を記す。

3.2.1 水平関係

電子反発積分 hppssi( = h1100iにおいて軌道量子数d

は0であるが、bは1であり零にはなっていない。Table

5(a)に掲載した垂直関係はbとdがともに零になって

いる時の表式であるので、この表式を使用するために

はbを零にする必要がある。このために水平関係 [Table

5(b)]を使用する；

hp�p�ssi � hd��sssi 
 �A�B��hp�sssi (11)

右辺の積分 hd��sssiと hp�sssiの計算には垂直関係を

使用すればよい。

3.2.2 垂直関係

前記の積分 hd��sssi と hp�sssi を垂直関係 [Table

5(a)]により軌道量子数の値を減らして行き、右辺に現

われる総ての軌道量子数が零（つまり、初期積分）に

なるまでこの操作を繰り返す。例えば、hd��sssiでは

hd��sssi � hd��sssj� ��� ���i

� �B�A��hp�sssj� ��� ���i


 �A �B��hp�sssj� ��� ���i


 �D�C��hp�sssj� ��� ���i


 �C �A��hp�sssj� ��� ���i


 �a����hssssj� ��� ���i

� �a����hssssj� ��� ���i (12)

になって、初期積分以外の hp�sssj0 011 000iなどが右

辺に現われるので、これらの積分をさらに垂直関係を

利用して初期積分になるまで垂直関係を利用する；

　　　hp�sssj� ��� ���i

� �B�A��hssssj� ��� ���i


 �A�B��hssssj� ��
 ���i


 �D�C��hssssj� ��� ���i


 �C �A��hssssj� ��� ���i (13)

一方、(11)式の右辺第二項の積分 hp�sssiでは

hp�sssi � hp�sssj� ��� ���i

� �B�A��hssssj� ��� ���i


 �A�B��hssssj� ��� ���i


 �D�C��hssssj� ��� ���i


 �C �A��hssssj� ��� ���i (14)

になり、右辺の積分は総て初期積分になる。

3.2.3 初期積分の計算

総ての軌道量子数を零にしたならば、目的積分の計

算に必要な総ての初期積分をリストアップしたことに

なる。hppssiの場合の初期積分は 15種類ある [Table

6(a)]。これらを Table 4(c)に掲げた四重の和を含む表

式に基づいて計算する。この時、下記の工夫により演

算数を減らす；パラメータ gb の値（積分表記中の縦

線 jの右側第三番目の数値）は 15種類の初期積分に

おいて、0,1,2の三通りの値になるが、どの値になる

かは最外側の総和の計算の時に �pbの何乗を乗じるか

により決まるのであり、第三内側の総和計算 (
P

pa
)

においては gb = 0と見なしておいてもよい。こうする

と、第三内側までの総和計算 (
P

pa

P
pd

P
pc

)におい

ては Table 6(b)に掲載した 13種類の初期積分を計算

するだけでよいことになる。

Table 6. All the necessary initial ERIs for the calculation

ofhppssi
(a)Initial integrals needed for hppssi calculation
hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i
hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i
hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i
hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i
hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i hssssj� ��
 ���i

(b)Initial integrals have to be calculated at
P

pa

hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i
hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i
hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i
hssssj� ��
 ���i hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i
hssssj� ��� ���i

(c)Initial integrals have to be calculated at
P

pdhssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i
hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i

(d)Initial integrals have to be calculated at
P

pchssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i
hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i hssssj� ��� ���i
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同様に考えると、第二内側までの総和計算 (
P

pd

P
pc

)

において 15種類の初期積分の内、gb = ga = Gab = 0に

することにより得られる Table 6(c)に掲載した 6種類

の初期積分を計算すればよく、さらに、最内側の総和

計算 (
P

pc
)においては gb = ga = Gab = gc = 0にする

ことにより得られる Table 6(d)に掲載した 6種類の初

期積分を計算すればよいことになる。

3.2.4 計算手順

実際の計算は上記と逆順に行なう。Table 6(d)の 6

種類の初期積分の求値から計算を開始して Table 6(a)

の 15種類の初期積分までを計算し、次に、垂直関係

[(14, 12, 13)式]により (11)式の右辺に現われる積分

hd��sssiと hp�sssiを求値して、最後に、水平関係 [(11)

式]により目的積分である hp�p�ssiを求める。

3.3 ループ構造

電子反発積分全体を計算するためのループ構造を

Figure 1に描く。基底関数の中から 4つの縮約関数を

選び出し（a, b, c, dに関する 4重ループ）、初期積分

を求値した後、垂直関係と水平関係により電子反発積

分の値を得る。初期積分の求値では原始関数について

の総和計算（pb, pa, pd, pc の 4 重ループ）を行なう。

この総和計算において、Kpapb、(�pa + �pb )-1のように

関数aとbの対だけで値が決まる定数と Kpcpd、(�pc +

�pd )-1のように関数cとdの対だけで値が決まる定数を

計算する [Table 4(c)参照]。この計算ステップを Figure

1では「(C)」と表現してある。これらの対情報計算に

は指数計算や逆数計算を含まれているが、Figure 1の

ループ構造では、c d対情報を paや pbが変わる毎に

再計算することになり、余分に計算時間を消費する。

これを改善する方法の一つが、対情報を Figure 1の

「(B)」で計算・保持し、pb, pa, pd, pcの４重ループ内

では保持した値を参照するだけにする方法である。保

持するデータの量は (10 � nc nd � 8)バイト程度であ

る。ncや ndは通常３程度であるから、1KB以下であ

り保存領域としては充分に小さいものである。

なお、この方法も関数aとbが変わる毎に再計算す

ることになる（余分に消費する計算時間は微少）。完

全に再計算しない方法は Figure 1の「(A)」で対情報

を計算・保持するものである。しかし、この方法では

保持データの総量が約 (10 � nc nd � 8) � N2 バイト

になる。基底関数の総数 Nが通常は 5000程度である

ことを考えると、積分カットオフを考慮してもデータ

総量は 200MB以上となり、現在の通常の計算機にお

いてもかなりのメモリ資源を消費してしまうことにな

る。また、Figure 1 の “Recursive caluculation”が pb,

pa, pd, pc 縮約ループの外にあることからも分る通り、

今回開発した計算法では縮約計算を初期積分計算の際

に終えてしまい、漸化計算は縮約数に依存せず高速に

実行可能であるという利点がある。

4 計算時間の比較

一酸化炭素分子の電子反発積分の計算時間を 4

種類の基底関数を使用して測定し Table 7 にまと

めた。基底関数 DZV, TZV については p 関数ま

で、 DZVP, TZVP については d 関数までの積分を

含んでいる。「GAMESS」は量子化学計算プログラム

GAMESS[22](2005-06-27版)の Rys多項式と呼ばれる

区分求積法からの電子反発積分計算時間であり、Figure

1の「(B)」において対情報を計算している。GAMESS

�A��
���������������

a, b, c, d
 loop �begin�
�B�
○ Initial integral calculation�
���

pb� pa� pd� pc 
 loop �begin�
�C� Pair information calculation
Error function calculation
pb� pa� pd� pc 


○ Recursive �vertical� calculation
○ Recursive �horizontal� calculation

a, b, c, d


Figure 1. The loop structure for the calculation of ERIs

Table 7. Execution time and ratio of the evaluation of

ERIs of CO molecule (10-2 seconds)

basis GAMESS present ratio

DZV(/721/41/) 7.02 3.52 2.00

TZV(/62111/411/) 14.7 7.45 1.97

DZVP(/7211/41/1/) 16.0 8.85 1.80

TZVP(/621111/411/1/) 29.5 20.1 1.47
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プログラムについては Intel Fortran Compiler9.0(-O3

最適化)により、本プログラムについては Intel C++

Compiler9.0(-O3最適化)によりコンパイルをし、Pen-

tium 4(2.4GHz, 2GB Mem, 512KB L2)コンピュータ上

にて測定を行なった。GAMESSよりも 1.5～ 2.0倍程

度の速さとなっており、4種類の基底関数のいずれに

おいても量子化学計算プログラムとして広く使用され

ている GAMESSよりも速く、特に大きなメモリ領域

を必要としない方法になっている。

5 まとめ

Honda, Yamaki, Obaraが提案した、縮約ガウス関数

を基底関数に関する分子積分の一般漸化表式を概観

し、電子反発積分を効率良く高速計算するアルゴリズ

ムを提案した。また、電子反発積分 hppssiについて、

このアルゴリズムを詳細に記した。一酸化炭素分子の

電子反発積分について GAMESSと計算時間を比較し、

1.5� 2.0倍の高速化が達成されることを確認した。更

には対情報を計算する位置に関して、電子反発積分計

算のループ構造を明示し、シェル 4重ループの内側す

ぐの位置の場合に余分な計算時間が少なく、また、必

要メモリ量も少ないことを明らかにした。

また、このアルゴリズムは電子反発積分以外の分子

積分にも適用できるため、多様な理論化学研究の場に

現われる種々の分子積分の高速求値法としても役立つ

ものと期待される。

本研究の一部は科学技術振興調整費総合研究「科学技

術計算専用ロジック組込み型プラットフォーム・アー

キテクチャに関する研究」(代表村上和彰九州大学教

授)によるものである。
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First, we review the general recursive expressions of molecular integrals overcontracted Gaussian func-

tions which were reported by Honda, Yamaki, and Obara. Next, we have proposed an efficient algorithm

for computing the electron repulsion integrals, and presented it in detail for the evaluationof hppssi integrals.

The present method has accomplished from 1.5 to 2.0 times faster computation than by GAMESS which is a

widely used quantum-mechanical calculation program. The present algorithm is applicable to various kinds

of molecular integrals, thus it would be very useful for further expansion of theoretical chemistry study.
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