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分子内部の分岐度を考慮したモノ置換アルカン異性体の数え上げ
©藤田 眞作

湘南情報数理化学研究所 ( 258-0019 神奈川県足柄上郡大井町金子 479-7)

[はじめに] モノ置換アルカンの数え上げについては，(a) グラフとしての数え上げ（Pólya [1]），(b) 三次
元構造としての数え上げであるがメソ体・擬不斉について考慮していない取り扱い（Robinsonら [2]），(c)
メソ体・擬不斉を考慮した三次元構造としての数え上げ（Fujita [3])などが報告されている．これらの取り
扱いは，与えられた炭素数 kをグラフ・三次元構造の共通の基準として分類し，非等価な異性体の個数を

与えるものである．炭素数が少ない場合は，この取り扱いで十分であるが，炭素数が多い場合には，さらに

詳細な分類が必要である．このために，(d) 不斉炭素および擬不斉炭素の個数を考慮した三次元構造として
の数え上げ（Fujita [4]）をおこなったが，グラフには擬不斉炭素の概念がないため，共通の方法論とはな
らない．そこで，今回は分子内部の分岐度がを考慮したモノ置換アルカン異性体の数え上げをおこなった．

分岐度は，グラフと三次元構造に共通であるので，これまでにない詳細な分類が可能になった．

[方法] 上記の (c)および (d)と同様に，藤田のプロリガンド法 [5]を応用する．分岐度を評価するため，分岐
指標（branching indicators）を導入する: 第四級 q，第三級 t，第二級 s，第一級 pである．スフェリシティ指

標に基づく関数 a(xd), c(xd), b(xd)を用いたアルキル基の再帰的な数え上げ [3]を拡張して，xkqnq tntsnspnp

に関する多項式を求める母関数を次のように定義する．
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ステリック: b(x, q, t, s, p) =
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2倍体: c(x2, q2, t2, s2, p2) =
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ただし，xは炭素数を評価するための変数である．それぞれの項xkqnq tntsnspnpの係数αknqntnsnp , βknqntnsnp，

および γknqntnsnp は，炭素 k個，第四級炭素 nq 個，第三級炭素 nt個，第二級炭素 ns個，および第一級炭

素 np 個 (k = nq + nt + ns + np)をもつモノ置換アルカン (それぞれの式の頭に示した種別)の個数をあら
わす．

母関数 (式 1–式 3)を評価するため，再帰的な性質をもつ関数方程式を導出する．分岐度のそれぞれにつ
いて，モノ置換アルカンの個数をあらわす関数をもとめ，それらを足し合わせることにより，次のような関

数方程式をうる．

a(x, q, t, s, p) = 1 + xp + xs {a(x, q, t, s, p) − 1} + xt
{
c(x2, q2, t2, s2, p2) − 1

}

+ xq {a(x, q, t, s, p) − 1}{
c(x2, q2, t2, s2, p2) − 1

}
(4)

b(x, q, t, s, p) = 1 + xp + xs {b(x, q, t, s, p) − 1} + xt {b(x, q, t, s, p) − 1}2

+
xq

3
{
[b(x, q, t, s, p) − 1]3 + 2[b(x3, q3, t3, s3, p3) − 1]

}
(5)

c(x2, q2, t2, s2, p2) = 1 + x2p2 + x2s2
{
c(x2, q2, t2, s2, p2) − 1

}

+ x2t2
{
c(x2, q2, t2, s2, p2) − 1

}2

+
x2q2

3
{
[c(x2, q2, t2, s2, p2) − 1]3 + 2[c(x6, q6, t6, s6, p6) − 1]

}
. (6)

これらの関数方程式は，再帰的な性質をもつ．すなわち，k − 1までの結果の母関数 (式 1–式 3)を，関数
方程式 (式 4–式 6)の右辺に代入して展開すると，kの係数がえられる．この操作を順次繰り返して，母関

数 (式 1–式 3)をもとめる．



ところが，モノ置換アルカンの最終的な分岐度は，内部の分岐度とは勘定の仕方とは異なるので，式 4–
式 6において，p → 1, s → p, t → sおよび q → tのように置き換えなければならない．この結果，次の式

がえられる．これらの式は，再帰的な性質をもたない．

B(a)(x, q, t, s, p) = 1 + x + xp {a(x, q, t, s, p) − 1} + xs
{
c(x2, q2, t2, s2, p2) − 1

}

+ xt {a(x, q, t, s, p) − 1}{
c(x2, q2, t2, s2, p2) − 1

}
(7)

B(b)(x, q, t, s, p) = 1 + x + xp {b(x, q, t, s, p) − 1} + xs {b(x, q, t, s, p) − 1}2

+
xt

3
{
[b(x, q, t, s, p) − 1]3 + 2[b(x3, q3, t3, s3, p3) − 1]

}
(8)

B(c)(x2, q2, t2, s2, p2) = 1 + x2 + x2p2
{
c(x2, q2, t2, s2, p2) − 1

}

+ x2s2
{
c(x2, q2, t2, s2, p2) − 1

}2

+
x2t2

3
{
[c(x2, q2, t2, s2, p2) − 1]3 + 2[c(x6, q6, t6, s6, p6) − 1]

}
. (9)

最終的に，アキラルなモノ置換アルカンの個数を与える母関数B(A)(x, q, t, s, p)，キラルな個数を与える
母関数 B(C)(x, q, t, s, p)，全体の個数を与える母関数B(B)(x, q, t, s, p)は，次のようになる．

B(A)(x, q, t, s, p) = B(a)(x, q, t, s, p) (10)

B(C)(x, q, t, s, p) =
1
2

{
B(b)(x, q, t, s, p) − B(a)(x, q, t, s, p)

}
(11)

B(B)(x, q, t, s, p) =
1
2

{
B(a)(x, q, t, s, p) + B(b)(x, q, t, s, p)

}
. (12)

一方，グラフとして取り扱うと，三次元の場合の式 4–式 6に相当する式として，次の式がえられる．

r(x, q, t, s, p) = 1 + xp + xs {r(x, q, t, s, p) − 1}
+

xt

2
{
[r(x, q, t, s, p) − 1]2 + [r(x2, q2, t2, s2, p2) − 1]

}

+
xq

6
{
[r(x, q, t, s, p) − 1]3 + 2[r(x3, q3, t3, s3, p3) − 1]

+ 3[r(x, q, t, s, p) − 1][r(x2, q2, t2, s2, p2) − 1]
}

. (13)

この式は，再帰的である．関数方程式 13よりえた母関数から，グラフとしての全体の個数を与える母関数
が次のようにえられる．これは，式 13において，p → 1, s → p, t → sおよび q → tのように置換したも

のである．

B(R)(x, q, t, s, p) = 1 + x + xp {a(x, q, t, s, p) − 1}
+

xs

2
{
[r(x, q, t, s, p) − 1]2 + [r(x2, q2, t2, s2, p2) − 1]

}

+
xt

6
{
[r(x, q, t, s, p) − 1]3 + 2[r(x3, q3, t3, s3, p3) − 1]

+ 3[r(x, q, t, s, p) − 1][r(x2, q2, t2, s2, p2) − 1]
}

. (14)

グラフに関する式 14は，三次元の場合の式 10–式 12に相当する（グラフの場合はアキラル・キラルの区別
はないことに注意）．

[結果] 求めた関数方程式に基づいて，上記の再帰計算をMaple言語でプログラムした．炭素数 20までのモ
ノ置換アルカンの個数について，内部の分岐度に関して類別した値を求めた．グラフの場合と三次元の場

合を比較検討した結果および実際に構造式を描いた個数と比較検証した結果を発表する．
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