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原子構造の高精度数値計算法 

石川 英明 

 
１．はじめに 
 

  一体の Schrödinger固有値問題では、ポテンシャルを与えて固有値問題を解く。我々は、一次元

問題で高精度の固有値、固有関数、行列要素を得るため、数値計算法の本質的な改良を行った：

補間法、微分法、積分法、微分方程式の離散化法、及び shooting 法における２階常微分方程式の

線形多段法の高精度化[1-3]。３次元の中心力場（ポテンシャルが動径のみの関数）問題では、半

無限区間の両端（原点と無限遠点）に特異性があるため、原点近傍では冪級数展開法で、無限遠

点近傍では漸近級数展開法でそれぞれ高精度解を求め、それらを初期値として中間領域で shooting

法を適用した[4,5]。原子構造計算では、多電子系の Schrödinger固有値問題は、一電子近似を導入

することにより、固有値、固有関数とポテンシャルの連立方程式をセルフ・コンシステントに解

く形式に帰着される[6-8]。本報告では原子構造計算の高精度数値解法を述べる。 

 

２．多電子系におけるポテンシャルの計算法 
 

２－１．ポテンシャルの表式 

 

 一電子近似では、多電子系の全波動関数を一電子波動関数の積和で近似すると、電子間のポテ

ンシャルは本質的に動径 rの関数 Yk(i,j:r)を用いて表わされる[6-8] 

 

 

ここで量子数 i は nと lの組で、lは方位量子数、nは全動径量子数である。Pは動径波動関数 P (i;r) 

= r Ri(r)である。Hartree近似では k = 0のみが現れ、Hartree-Fock近似では高次の kまで計算する必

要がある。右辺の第１項と第２項をそれぞれ Z1
k(i,j:r), Z2

k(i,j:r)と置くと、これらは二つの半無間区

間における不定積分である。Yk(i,j:r)と Z1
k(i,j:r)を rにつき微分すると、これら二つの関数は１階常

微分方程式の初期値問題の解として表わされる[5-7]。更に、動径の固有値問題を解く際、ポテン

シャルは原点近傍で冪級数展開式、無限遠点近傍で漸近級数展開式を計算する必要がある。 

 

２－２．数値解法 
 

不定積分は単一区間の定積分の累積を取ることにより計算する。Lagrange 補間多項式を中央の

一区間で積分することにより、単一区間の新しい積分公式を得た。１階の常微分方程式では、
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DahlquistとHenriciによる最良作用素の構成法 [9]に基づく高次の線形多段法の新しい公式を導き、

それを用いて初期値問題を解いた。ポテンシャルの冪級数展開と漸近級数展開は以下のように求

めた。動径波動関数 Pは、原点近傍で Frobenius型の冪級数に展開できるので[4]、それを Z1
k(i,j:r)

と Z2
k(i,j:r)の表式にそれぞれ代入し、各冪で項別積分すると冪級数展開式を得る。これらの式を用

いて冪級数を計算する。無限遠点近傍で P は漸近級数に展開できるので[4]、それを Z1
k(i,j:r)と

Z2
k(i,j:r)の表式にそれぞれ代入し、数値積分を実行することで漸近級数展開が得られる。 

 

２－３．適用例 

 
以上の手法を Z1

k(i,j:r), Z2
k(i,j:r), 及び Yk(i,j:r)の計算に適用した。これらは Pに水素型波動関数

を用いると、解析的な表式が得られる。また、冪級数展開式と漸近級数展開式も解析的な表式が

得られる。数値計算では、不定積分法、１階常微分方程式を解く方法、いずれの方法も高精度か

つ高速という結果を得た。原点近傍では、冪級数展開を用いて計算することが最も高精度の結果

を与えることが分かった。原子構造計算におけるポテンシャルは、通常、無限遠点近傍で一定値

に近づき、変化は小さいので、漸近級数展開は、低次の展開式で十分高精度であることが分かっ

た。以上により、ポテンシャルを動径の全領域で、冪級数展開と漸近級数展開を含めて、高い k

まで高精度高速に計算できるようになった。 

 
種々の一電子近似法に対する中心力場の動径固有値問題の計算については、開発を進めている。 
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