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概要：実対称一般固有値問題へフィルタ対角化法を適用する際のフィルタ作用素の設計法を示す．レゾル

ベントの線形結合をフィルタの作用素として用いると，固有ベクトルに対する伝達関数は固有値の有理関

数になる．フィルタ作用素はアナログ電気回路のフィルタ設計理論と数学的に類似の手法を用いて次のよう

に構成する．まず指定区間を通過帯域とする理想的な帯域通過フィルタの伝達関数を有理関数で近似する．

次にその有理関数を伝達関数とするレゾルベントの線形結合を構成しフィルタ作用素とする．この方法で，

アナログ回路の 4種類の典型的なフィルタであるバターワース，チェビシェフ，逆チェビシェフ，楕円にそ
れぞれ対応するフィルタ作用素が構成できる．4種類で同じ設計基準を要求する場合，楕円フィルタ作用素
が必要とする次数（レゾルベントの個数）が最も小さく，計算効率が良いことが示せる．

フィルタ対角化法：実対称定値一般固有値問題 Av=λBv （A，Bが実対称で，Bは正定値）の固有対を

求める．指定された区間 I=[α, β]の中に固有値がある固有対で張られた不変部分空間を SI とする．フィル
タとして用いる線形演算子を，固有値が Iに入る固有ベクトルは良く通過させるが，そうでないベクトルは
強く阻止するように構成する．十分多くのB-正規直交なベクトルの組にそのような性質を持つフィルタを
作用させると，SI を近似的に張るベクトルの組V が得られる．V を計量Bで特異値分解する（V = WΣQ

と分解，但しWT BW = I，QT Q = I，Σは対角行列で非負）．そうして，特異値の相対値が微小な閾値
以下の特異ベクトルは除外する．除外されずに残ったB-正規直交な特異ベクトルの組に部分空間法を適用
すると，I の近傍に固有値を持つ固有対の近似が得られる．（以上のフィルタ対角化法で得られた近似固有
対の精度は，レイリ逆反復あるいはリッツ同時逆反復の数回の適用で素早く改良できる．）

レゾルベントの線形結合型のフィルタ：次数 2nのフィルタ演算子を 2n個のレゾルベント（と恒等演算

子 I）の線形結合 F = c∞I +
∑2n

p=1 cpR(λp)とする．c∞，cp，λp，p = 1, 2, . . . , 2nは複素数のパラメタ

で，R(λ) ≡ (A−λB)−1B は一般化レゾルベントである．固有値問題の任意の固有対 (λ(ν),v(ν))に対して
R(λ)v(ν) = v(ν) 1

λ(ν)−λ
であるから，Fv(ν) = v(ν) f(λ(ν))を得る．ここで f(λ) ≡ c∞ +

∑2n
p=1

cp

λ−λp
は，固

有値 λを持つ固有ベクトルをフィルタに通過させた場合の出力/入力の比で，フィルタの伝達関数である．
区間 I に対し，有理関数 f(λ)の絶対値が，λが区間内では適度な大きさ（1付近）に，λが区間から離

れると非常に小さく（ほとんど 0に）なるように，パラメタを調整する．この要求はアナログ電気回路の
帯域通過フィルタの設計の場合と同じである．

区間λ ∈ [α, β]を t ∈ [−1, 1]に移す線形変換λ = L(t) = (1−t)α
2 +(1+t)β

2 により，g(t) = f(λ)を定義する．
g(t)の部分分数展開が g(t) = c∞+

∑k
p=1

cp

t−tp
であれば，対応するフィルタ作用素はF = c∞I+

∑k
p=1 cpR(λp)

となる．但し λp = L(tp)．（フィルタ設計の要請から c∞ = g(∞)は通常は微小で，省略できる．）
伝達関数の逆数として減衰関数を定義する：A(t)≡1/g(t)．正規化座標 tで，|t|≤1をフィルタの通過帯域

(passband)，|t|≥µ > 1を阻止帯域 (stopband)とする．中間領域を遷移帯域 (transitionband)という．フィ
ルタの特性形状として，Aの値は通過帯域でApass 以下，阻止帯域で Astop 以上であることを要求する．

典型的フィルタの減衰関数：アナログ回路の 4種類の典型的フィルタの減衰関数 A(t) は，次数 n の t

の（偶関数あるいは奇関数の）有理関数の 2 乗に 1 を加えた形を持つ正値実関数で，t の偶関数である．

[1][2][13]．1) バターワース： A(t) = 1 + ε2t2n．2) チェビシェフ： A(t) = 1 + ε2T 2
n(t)．3) 逆チェビシェ

フ： A(t) = 1 + ε2{Tn(µ)/Tn(µ/t)}2．4) 楕円： A(t) = 1 + ε2R2
n(t)．Tn(t)は n次のチェビシェフ多項式

を表す．Rn(t)は n次の有理関数で，n次の楕円有理関数あるいはチェビシェフ有理関数と呼ばれ，Jacobi
楕円関数 snを用いたパラメタ表示：Rn(t) = sn[K(1/L)(nx + ∆n), 1/L]，t = sn[K(1/µ)x, 1/µ] を持つ．



但し，K(k)は第一種完全楕円積分，記号 ∆n は nが奇数なら 0，偶数なら (−1)n/2を表す．Rn(t)の絶対
値は通過帯域で 1以下，阻止帯域では L以上の値をとり，Rn(±1) = (−1)n，Rn(±µ) = (−1)nL．さらに

性質 Rn(µ)/Rn(µ/t) = Rn(t)を満たす．但し Lは ε，µ，nから計算する．

チェビシェフは通過帯域に，逆チェビシェフは阻止帯域にそれぞれリプルを許すことで，同じ次数のバ

ターワースよりも急峻な遷移特性を持つ．楕円は通過帯域と阻止域の両方にリプルを許すことで，同じ次

数のチェビシェフや逆チェビシェフよりも急峻な遷移特性を持つ．

上記の4種類の中から減衰関数A(t)の関数形を選び，フィルタ特性の形状として要求する組 (Apass,Astop, µ)
を与えると，それを実現する εの値と nの最小値が求まる．nの最小値の例を表 1に示す（チェビシェフと
逆チェビシェフの nの最小値は一致する）．nを決めれば要求を満たす tの関数 A(t)が具体的に決まる．

g(t)の部分分数展開は，まず g(t)の極 tp を A(t)の零点として求める．次に g(t)の極の係数 cp は A(t)
の導関数の逆数の t = tp での値として計算する．定数項 c∞ の値は 1/A(∞)である．上記 4種類の典型的
フィルタに対しては，極とその係数は全て解析的な式で計算ができる [13][2]．フィルタ作用素は，求めた
g(t)の部分分数展開に対応するレゾルベントの線形結合として決まる．実ベクトルへの次数 2nのフィルタ

の作用は，複素対称性を用いて半分の n個のレゾルベントの作用だけを用いて計算できる．

表 1: フィルタ特性を実現する nの最小値：Apass=3dB，Astop=150dB
µ バターワース チェビシェフ 楕円

1.001 17281 402 35
1.003 5766 232 30
1.005 3463 180 28
1.01 1736 128 26
1.03 585 74 22
1.05 355 58 20
1.1 182 41 17
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